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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Aめ8tra砒

　　　Solutions　of　the　GRIMES　typeαre　derived　in　both　spherical

P・1arc・・rdina土esandc夕1indricalc・・rdinates・1ロsp・inted・ut

that　solutions　of　this　type　have　the　close　relationship『with　the

law　of　conservation　of　angular　m6mentum．

1．ln・thes画ericalp・lare・・rdimtes

　　　GRIMES［1］showed　that　it　was　possible　to　obtain　integrable　equations　of

steady，frictionless　motion　allowing　for　the　variation　of　the　CORIOLIS　force　wi士h
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　サロ
1atitude．The　solution　obtained　depended　on　the　assumption　of　no・variation　of

horizontal　velocity而th　longitudeλ、，and　was　further　limited　by　an　approximation

that　sinφ・＝φ（φbeing　the　latitude）was　mad♀，琴nd　so　was　valid　only’within　the

tropics．　CRossLEY［2］P　has　modified　GRIMEsヲs　treatment　to　obtain　more　exact

solution　using　spherical　polar・coordinates　instead　of　Cartesian　coordinates，but　he

neglectedthg耀勧、1醐sinhisderivati・n・
　　　The　exact“quations　for　steady　horizontaI　motion　without　friction　may　be　writ毛en

in　spher圭cal　polar　coordinates　as　fo110ws：

！・）1赫＋器響卿一2Ω・’喚ρ隷・
　　　　　　　　　　㌧c暮、諮昊＋講＋t零φ％・＋2Ωsinφ泓r一・講・・

together　with　the　equation　of　cpntinuity’

　　　（2）　　　　∂（ρ銘）1∂λ＋∂（ρ砂cosφ）／貧禦～

wherea11＄ymb・1shavingth“sameりig礁㎝ceuseqbナ．ρ尽・SSLEY飢eusedthr・ugh－

out．Following　GRIMES　and『CROSSLIEY，we　as言t‘並6t五at　there　is　no　change　of

velocity』with　longitude，

　　　（3）　　　　　　　　　∂多‘1∂λ＝∂ρ1∂λニ0，

so　that　the　equations　reduce　withρcollstant　to
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（4）

（5）
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畿一t男φκ∂一2Ωsinφ一ρσる，φ書突・

び　∂び　tanφ　　　　　　　　　　1　∂ゆ
万∂φ＋π％2＋2Ωsinφ●％二一ρσ毎・

　　　　　　∂（⑳cosφ）’∂φ＝0。

Vo1．巫餌o。1

The　last　of　these　equations　then　yie1（is

　（6）　　　　　　　　　び＝111cosφ，

where∠4is　an　arbitrary　constant，which　can　if　required　be　interpreted　as　the　north－

ward　component　of　velocity　at　the　equator・The　term441cosφon　the，right　of（6）

means　that　the　solution　holds　for　low　and　middle　latitudes．．From　equations（4）

and（3）we　have

⑦毒（拶●c2sφ器ヲsi琶φ卿二2Ω・inφφsφ・”）一r謬書λ一一毒編）一・・

whence　using（6），加d・integrating

　　　　　　　　　　　1∂％一tanφ　　　　B　　　　　　　　　　　σ∂φア｝2Ωsinφヤ・

B　being　another　arbitrary　cons㌻ant；a　second　integration　thenよgives　the　solution

　（8）　一1％二脚φ｝Ωαcosφ＋αcosφヲ
　　　　　　　　　　1む一五1c・sφ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆwhere！i，B　and　C　are　arbitrary・consta血ts，respectively・．：From（4）and（8）the

pr6ssure　gradients　are　given　by

　　　　　　　1∂φ　44B
．（・）し霧齋，砂＋、幽＋。ア｝αが一，ト

whe血ce

　　　　　r㌘一脚＋器艶・＋（Bslnφ＋CアーΩ・α・6・s・φ／4φ・

Sincethe4tm・spheric’pressureカmustbellan・ne－v31uedと・ntinu・usfu阜cti・n・fthe

longitudeλand　the　latitudeφ，B　i台necessarily　equal　to　aero、　The　pressure　dis．

tribution，now　independent　of　longitude）㌧，is　givQp　by

　　　　　　　　　　1カ．242＋C2　Ω2σ2
　（10）　、｝デ2c・s2φ｝2sin2φ＋c・nst・

Then　GRIMES’s　solution　inl　s画erical　polεr　forln　from（8）is

　　　　　　　　　　　　∫μ＝αC・SφrΩσC・Sφ，
　（11）　　　員．＝みノc。sφ，

whe「eCisan鍵bit町butusuallyp・sitlvec・nst聯ywhichcanifr閃uiredbein一

　　　　　　　　ぐ
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terpre㌻edastkeea＄twardc・mp㎝ent・fのs・」惚vel・cityatthe町uat。r．Thewesterly

component　of　veloclty　is　minimum貧t　the　equator．It　must　be　noted　here　that　the

且rst　of　the　solutio血s　expressed　by．（11）becomes

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　COSφ（％＋Ωσcosφ）＝const，

which　represents∫h6」σ”げooπs召γ∂傭o％げ∫h¢伽9％伽・解o卿ε彫％彫．SAKURABA［3］

obtained　the　GRIMES’s　solution　of　this　type．

　　　The　equations．of　motion　being　of　seco卑d　degree，there　are　in　general　two　in－

dependent　solutions，but　the　condition（3）、is　restrictive．　An　alte：mative　solution　of

（7）is　given　by　oニ0，whence　from（4）フ∂φ1∂λ＝0ヲand　the　w五nd　becomes　gradient

wind　i血the　case　of　steady・zonal　motion，both．wind　and　isobars　being　along　the

parallel　of　latitude，the　pressure　gradient　aρ1∂φbeing　arじitraryヲi．e．，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2bsinφ・％＋伽φ％2一」助，ツー0←
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α　　　　ρσ∂φ

Thes・1uti・nc・rresp・ndingt・t五epresspredistributi・n（10）is

　　　　（12）　　　％一土噸2＋C2！c・sφ一b4c・sφ，ρ＝0．

TheupPersigngives（％＋Ωσcqsφ）一4A2＋C21c・sφ・βnd5・yields＆nabs・1uteve1・一

city下vhich　is　positive．The　lower　sign　gives　an　absolute　ve玉ocity　which　is　n¢gative夕

ξmd　so　this　is　not　usually　avaiIable　in　the　earth’s　atmo＄phere．

　　　Of　these　two　solutions（11）and（12》the　gradient　wipd　in　the　case　of　steady

zonal　motion（12）reduces　to　zero　when　the　pressure　gradient　vanishesy　but　this　is

not　true　of　the　solution（11）。The　vector　difference　between（11）｛md（12）－has

components

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（C干》A2＋C2）1cOsφ，　　∠41cosφ．

It　is　of　interests　to　see　that　these　dual　solutions（11）and（12）give　the　same　kinetic

energy，（A2十C2）1260s2φ　if　the　absolut6　velocities　（％十Ωαcosφ，　zン）　are　taken　into
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’

COnsideratiOn。

　　　　We血ight　to　say　with　CROSSLEY　that　if　solutions　of　the　GRIMES　type　are．重鱒威

to　exist夕it　follows　that　the　gradient　of　pressure　by’itself　is　not　su伍cient　to　deter－

mine・theh・rizQntalm・ti・n・fair・atleastinthe．ゆics・

　　　　The　stream　line＄for　the　GRIMES’s　so1ロ，tion・of　the　type（11）are　def圭ned　by

傭畝！％出吻・theinte郎alofwhichis、1

（・3〉．』ζ　Aλ＋Ωσsinφ一妥1車1圭謡一c・nst・

The　stream　lines　of　this　type　are　shoWn．graphically　in．Fig．1for　selected　values

di，4and　C．
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2．　In　the　cylindrical　coordinates

　　The　dual　solutions　may　be　found　for　the　steady　horizontal　motion6f　air　in　the

system　of　concentric軍sobars，as、正ropical　cyclones．

　　The　exact・equations　for　steady　hdrizontal　motion　without　friction　may　be　writ－

ten　in　cyfindrical　coordinates　as　follows：

　　　　　　　　　　∂∂θ　拶θ∂σθ　拶θび，；　　　　　　1∂ρ

・・4・鷹篠辱畿ζ霧1’

together　with　the　equa恒on　of　continuity’

　　（15）　　　　　　∂（ρ繊）／∂グ＋∂（ρびθ）1∂θ＝0・

Heτeび．，びθare　the　radial　and　transverse　components　of　the　ve16city　at　the　polnt

（〆，θ），an母other　sy’mbols　have　their　same』sign置cance　used　in　Section1。Taking　the

origin　at　a　proper　position，we　assume毛hat　the　velocity　is　constant　with　azimuth

　　（16）　’　　　　　∂び，1∂θ＝∂”θノ∂θ＝0，

so　that　the　equations　reduce．withρ＝constant　to

　　　　　　　　　　　　　∂吻　”θ”．　　　　　　1　，∂φ

・・7）爆還畿藷ノ
　　〈18）　　　　　　　　　∂（プガ．）1∂〆＝0．

The　last　of　these　equations　then　yields

　　（19）　　　　　　　　　び．＝α・名。／ア，

wh6reαis　an　arbitrary・constantヲwhich　can　if　requiredもe　interpreted　as　the　value

of　the卑dial　compo耳ent　of　v曼Iocity　at　the　radius筍・The　termα備ノ70n　the　right

of（19）meεms　that　the　solution　holds－fd士the　area　except　the　origin．From　equ良・

tions（17）and（16）we　have

一
（
2・〉蕃／畷讐＋紳Ω喜inφ）／一一去藷一r諭（霧）一・・

Whence　u＄ing（19）and　integratip9

　　（21》　　　　　　　、・　　　　∂oθノ∂グ＋びθ／γ＋2Ωsinφ＝β1名o・

βbeinga丘Otherarbitrary、constant；琴secondintegrationthengives・the＄01ution

（221・ゴ｛1二雛　）ろ’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　グ

whereα，β，γare　arbitrary　constants．From（17）and（22）the　pressure　gradients

are　given　by

　　　　　　　　’
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　　　　　　　　　　1∂ヵ　αβ
　　　　　　　　r謬＝．妻1び＋ゲ，、馨＋＿、．ち』

whence

　　　　　　　一穿一α齢｛♀2sin2φ・4（α2＋γ2）一學一鐸｝4先

Sincethepressureρmustbea皿one－valuedcontinuousfunction，βisnecessarily’

zero．The　pressure　distributio馬now　independenちof　azimu多h，・is　given　by’

“33）　　十c・nst＋Ω2畦n2φ脅＋舞（α2＋γ2）乙

Then　GRIMES’s　solution　from（22）is　　・

124）　　’｛認矯鋤φ●ち
whereγis　an　arbitrary　but　usually’positive．constant夕which　can　if　required　be　in・

terpreted　as　the　tangential　component　ofαδso観召velocity　atグ＝筍・It　migh多be　noted

here　that　the　first　of　the　solutions　expressed　by（24）becomes

　　　　　　　　　　　　　　　ゆθ＋Ωsinφ・グ）＝const，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヤwhich　represents∫h8勘ω‘ゾoo％s6吻σガoπげ渉ho伽g％㍍プ、甥o彫ε％伽物．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　The　equations　of　motionbeing

　　　　　　　　　　　に＝2尼。　　　　　・fsec・nddegree，there・飢・ein
　　　　　　　　／くジ　　　　　　＞＼、
　　　　　　　　　　　　　　　　　歳礒　　　　　　・　　　general　two　independent－sqロー

　　　　　　　　・身・・　　　　　　　　　　　　　　　　．，　　　　　　　　　tions，　but　the　condition．（16）　is

　　z　・…．．・　　！幽、．、．．、　、restrictive・舳altern亀tives・1u一
・弼』』尼＝傷　、、、　tiqn’qf（2・）’is－gi∀e尊byガγま・・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　whe血ce　from（17），助／∂θ＝0ゴand

l　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　the　wind』beco’mes　gradient　wind

／　　　　　　　　　　　inthσcase『・fsteadycircul肛
　　　　　　　　　　6eη。勧　　　　　 m・ti・n，、b・thwind㎝dis。b訂s

＼
、

ゆ尾｝．｝尼

　　　　　　　　　　　　・誕

　　　　　　　　　　　　　　／’”

　　　　　o

　　　　　　　¢＝2¢“1

Fi琴．2　（a）。　αiΩ名osinφ〆2，　・γ昌Ω名osinφ

being『alo血g　the　co血cent士ic（lircle，

the　pressure　gradie血t　aρ／∂グbei血9

aンbitra■y’プi．e．，

　　2Ωsinφ；癖坐ユ延0』
　　　　　　　　　プ　ρ、∂グ

The　solution　corresponding　to　the

，pressure　distribution（23ンis・

（25）　ρθ＝±7b〉／α2十γ2／グーΩグsinφ，

　　　　　　　oγ＝0．

The　upPer　sign　gives
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（拶θ＋Ωグsinφ）＝z。V〆α2＋γ2／7，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　尾＝＝尼。
and　so　yields　an　absolut6velocity　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一＿＿、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＼
which　is　positive．The　lower　sign

gives　an　absolute　veloc三ty’which

isnegative，鋤ds。thiSiSn。t！　．　　　　＼
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＼
usually　available　in　the　earth’s　　　　　　　l　　　　　l

atmQsphere．　　　．／
　　　Of　these　two　solutions（24）

and（25），the　gradient　wind　re一　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α盟．亡e花

ducest・zer・whenthepressure　　　　　　　　　　　　l
gradient　vanishes，but　this　is　not

true　of　the　solution　（24，）．　The

v：ector　difference　betweeゴ　（24）

託md（25）has　the　components

　　　（γ平’〉／α2＋γ2）飢。1グ，α名。1プ．

It　is　of　interests　to』倉ee　that　the

dual　solutions（24）and．（25）give・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぞ二＝花ρ　　　’　　。

the　same　kinetic　ene士gy
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Fig・2（b）、；　一伽sinφ・2・γ一Ω名・，きinφ・
　　　　　　　名02（α2十γ2）ノ2グ㍉』

if　the　absolute　velocities　てびθ＋Ωグsinφフ砺），　are　taken　into　considera口on．

　　　Thestre㎜・・li血esf・rtheGRIMES’＄s♀1utign・ft㎏typ¢（24）9奪rede丘nedby

47／び．＝プ4θ／∂θ，the　integral　of　which　is

　　　（26）　　　　　　　　　　　　θ＝（γ／α）1097一（Ω〆／2α名o）sinφ十Const。

The　stream　lines　of　th達s　ty・pe　are　shown　graphically　in　Fig・2’for　s61ected　values

ofαand　fγ．

～
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