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　　（Received，June12，1951）

Abstract

　　　　Under　four　assロmptions　we　integrated　the　equations・of

motion　uniform　in　a　di士ection，and　obtained・・i血te奮rals　in　Car‡禽ian

coor磁nates，in　the　z－direction　of　which　the　motion　is　considered

to　be　unifortロ．As　in　this　case　it　lsse㎝from　the6quation’6f　con－

tinuitythatm・mentumc㎝beexpresse⑭ゾapかlyingS隻ream－I
surface　functions，therefore　we　can　get　two　in．亡egrals：one’concer一

・ning　momentum　and　the　other『cQncerning　vorticity，　The　inte一

、gralc・ncemlngene「gyc㎝notpeΦtained・叫essΨ“穿ssum曾the，
press肛e　dist士ibution　to　be　s亡ationary．

　　　　If　we　further　assume　that　the　motiαn　is　stationary，then　we

getthe・sameihtegralsasth・sewhic五騰、d¢r騨蝋鵬・，、

『In　discus§ing　the　motion，we　adopt　the　folbwing』’foUr．廊甑mlptions；

（A）

（B）
（C』）

・（D）

Ifluid　is　friction16ss，

fluid　i＄autobarotropic夕、

th“effect・fdeflecting、ギ・rceisn今91igible3『

the　state　of　motion　iきuniform　in　a　direc‘i6血・1・

r

　　　丁血e　equatiQn　of　continuity　is，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂9　∂　　　　∂

　　　（1）　　　　研一＋衝（の＋茄（卿）＝o・

If　we　consi4er　now　a▽ector（g，卯，卿）in　the（虚，ッ，3）spaqe，the　above　equations　hows

that．the．di▽ergence・fthis．veρt・risalways客er・inth今＄P聯、恥¢e・apPlying

stream一騨ace細ctiQ箪sα（ち卿・a蝿β（ちツy2）・t亘evectOrc㎝・beeゆτ磐事叫．as、

　　　（2）　　．』』、．．　9∂＝7α×7β，，

where、7i＄withres鉾ct．t・ちツ．apd、名・・瓢c・導P・喚魯．．

（2a）

（2））

（2c）

　　∂α
9瓢一一
　　　∂ツ

一∂β　　’∂α－∂β」∂ζα弓．β）　　　　f’』

∂β　∂3∂ツー ∂惚．β）、’

　　　∂α　∂β　　∂α　∂β＿
卿＝一㎝－一一一一　 一一一一一二
　　　’∂2∂6　∂オ∂β

∂（α，β）

∂（β，孟）’

　　　　∂α．∂β、＿∂α∂β＿ク（型鍵）

9免o㌔r’－砺砺蕊一∂（古，ツ）
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　　N。wwec。nsider－thege。metricalmea血in9・fth鈴δequ飢まgns．、　　＼

　　It　is　more　comprehensible　for　geometrical　i豊terpretation　to　adopt　the　ordinary

three－dimensional　space（の，y，β）than　the　space（置，ッ，2）．If　w3adopt　the　assumption：

（D’）motion　is　stationary，that　is，∂／∂仁0，instead　of：（D）the　state　of　motion　is

mif・rminadirecti・n，thatis，∂／∂影＝0，thentheequati・n・fc・nti阜uitybec・mes

instead　of（1ヶ，

　　　　　　　　　　　　妾（9％）＋番（9僧）＋農（9～の一・』

As　this　equation　showも．that　the　vector　g∂representing　momentum　is　non－divergent

or　solenoida1薯it　can。bβ“xpr甲S叫戸y，t五e　so1“noids（α，β）of専w♀、mutually　inde．

pendent　sca1琴r：早u塾ntities．¢貧nd．β．　The．two　surfaq磐』

　　（3）・，一．，．　仰・蜘＝、C？n寧t2β（多・野）㌣CQnst・

f・rmtw・、systemsq坤g御一sマrfac今s・ra：syりte卑・f＄tr今a噸pes・、丁執edirecti・n・f

thevect・rgμis．・expresSe⑩thり．1i耳e・ギ．蓋耳tersectignqfthe．tΨ・畦‡feam－s蟹faces貧nd

themagnitud今is、e琴pr邸e“lby

　　　　　　　　　　l9ひ同脚β1・慌’・／．鋤sin・εb

whereεis　the　angle　of　intersection　of　the　twD　streamマsurfaces

　　　　　　　　　　　　　　　　　αFconst　・and・β：＝const．

　　In　our　problem’αand・βare・stream－surface　functiofls’i豆the　space（ちッ，多），。．The

state　of　motion　at　every　time　pgint　is　determined　by　a　sy寧tem　of　intersection　of　the

surface缶＝constら廊at、isゴtheッβ一planeジ．wi晦th¢systems　of　strea皿一surfaces．（stream－

tubes）．If　we　know　the　systems　of　these　lines　at哲＝オo，61，診2，一…，廊銀t耳e　pτojec－

ti・n・fm・ti・n・ntheψP1㎝elsfullydetermined・珠swe鍵en・wt麟ing・fthe
motion　uniform　in　the佑一direction，the　thre今dimensiopal　motiQn　i耳the　spa¢e（¢，ッ，β）

at孟：＝置o，’1，∫2，……，is　fully　determined、fror口the　projection　on　theψplane．

　　If　we　further　assume　the．motion　to　be　statiα照ry，then，puttingβ＝彦・in、（2b）

and（2c），and　writi㎎ψinstead　ofα，we　get

（4）・』、　．9磯乳・9町r器・

㎞『whi¢hψ瞭鱒』the＝stfeam－1inefmcti・n・fth6tw6伽ensi・面》δc亡・r’（の，卿）。

The　stat60f　fn6tion　in　this’case－was　fully　dis¢ussed　in　ouしr　previo亘s　papers、As　this

is　the　case　when　theβrplane　coincided　with　the辮一p1ε血e，therefore　it＆ppeafs　on　the

yβ一Plane・nlythelines・finterきecti・n・fthes肛fac馴一c・h吊t浦ththe辮一P1すh6・

These　lines　of　intersection　become　the　stream－1ines　in　this　case、

　　Now　we　transform　the　equations　of　motion、by　applying　the　stre＆m－surface　fmc－

tionsαandβ。The　eq“ations　of．motion　are　written　under　th¢initial　assumptions

（A），（B），（C）and（D），as　follows

（5）

Or、in　componentS

60
蕊＋（∂Ov）叶7φ＋87炉o・し

ブ
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂ω　∂％’∂賜・・
　　　（5a）　　　　　　　　　　　　　　一一十”一十ω一ヒ＝0，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂哲　　∂ツ　　・∂2

　　　（5b）．　．塵＋浬畑塵＋迦＝0，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂オ　∂ツ　∂β1　∂ヅ

　　　（5c）　　霧＋偽ω喪＋9＋8霧一α・

　　　In　order　to　derive地tegrals，we3pply’the　following　relation．The　necessary　and　　／

sufficient　condition　for　the　three　variabl6s、ノ，αandβwith　respect　to6，y　andβto

be血utuallye・血ectedby．afuncti？nalrelat1・n，is’that亡heirJacgbiandeterminant

is　zero，　that　is

（6．）
∂（！，α，β）＿

∂（孟，叙、，β）

∂！∂！∂！

∂孟∂ツ　∂β

∂α∂α∂α
δ’　∂ツ　∂β

∂β∂β一∂β

∂ε＝∂ッ，∂β．

ニ0．

In　the　case　when　the　above　relati卯・（6）holdsシthe　fun？tion！can　be　expressed　by

usingαandβas　fo116ws、

　　　（7）　　　　』．　！士F（α，β），

噸eF（a・β）is釦arbitrary，f騨iqp・f¢，a血dβ・niy・，

　　　Tha鋤ati・n（6）「asexpress6d

　　　　　　　　　　　　｛裏霧／霧＋｛袈鰐齢催1鍔｝霧』・9

can　be　transformed　in　our　case，apPlying’（2），into

　　　（8）　　　　鉦＋．鉦＋諄≡虻＝o．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂哲　∂ッ　∂β　醗

Thus　if　the　function！satisfies（8），th6n　it　can　be　expfeきs6d’by（7）．This血eans

physically that』a℃・nservativequantityプcan『「beexpfess今dlas琴functi・n』・fstream－

surface　functions　only．

　　　We　integrate　the　equatiσns、（5）of　motion　b￥applying．these　relations‘

　　　First，（5a）istransf・rmedFasf・11・ws

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂ジ　∂％F　∂％　伽一
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一一＋砂一一十ω一≡…一：＝0，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂孟　∂ッ　∂β　碗

hence・、w亀9¢tf「gm．（8），

　　　（9）　　　　　　　　　　　、　　％Fク（d：，β）l

wh“re7（α，β）is．an　a；bitra∫y　f璽nc無o尊qfαandβonly。This　expτesses　an　ilntegraI

with　res脚ct　to　momentum（th今z－compon6nt　of）．

　　　1圭w¢putβ＝ε（＝c6n＄t）in　thiseq瞳tioh　and　writeψinstead　ofα・then　we3et

　　　（9ノ）　　、　　．　　％＝v（ψ），

which　expresses　the　lavレof　co箪serv4tio等．gf、momentur阜in．the、ca＄e．of．stationary　mo。

ti・nレandc・incideswiththatwhichw¢de寧veサ bef・re・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂　　　　　∂

　　　Ne鴎Ψeca1㎝1ate駆（5b）一砺（5c）・thenweget
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　　　　　　　　　　　　　　　　　（器一＋帰暖＋器＋鴨）（塗器一器）一・・

On　the　other　hand

　　　　（吾暢＋謝｛・（㌃塞）惨（書＋場＋構＋馨竃＋劉㌃霧）・

where8＝圭Thuswecand6ri量ethef。11。Winginte郎a1
　　　　　　　　　9

　　　　（・・）　　一s（㌃嘉）一Ψ（ん・β〉・’

whereΨ（α，β）expresses　an・arbitrary　function　qfαandβ．only‘This　equation　is

writtenalso至nαandβasfollows
　　　　（・・）・［・舞｛辮｝＋1書．｛裂砦身．／傷鶴

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋馨綴甥］一望（α・’β）・

、This　is　an　equation　with士espect　to　vor㌻icity。

　　　　Puttingβ＝6（＝const）and　writingψi血stead　ofα乳we　get

（・・，）　『8（帯・舞＋艦＋纏）一¢（ψ）・’

．which．expresses　the　law　of　conservation　of　vorticity　（th6z－component　of）in　the

case　of　stationary　motion・aロd　coincides　with　that　which　we　deτive4before・、

　　　　Lastly　we　derive　a　relation　concerning　energy．Multiplyin9（5）w．ith　vector　o

sca玉arly，we　get，applying　the　assumption‘B）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　親の＋マ・7（φ＋∫蜘）一・・

which　is　also　transformed　as　follows

　　　　（手2）　・（書暢＋構）（遷σ・＋φ＋∫吻）一・讐・

which　can　not・be－integrated　in　our　way，unless　we　assume　the　distributiqn　of　pres－

sure　to　be　stαtionary、

　　　Ifthefield・fpre鐙ロeiSstati・nary・thenΨe琴et

　　　　（・3）　　　老ひ2＋φ＋∫蜘』か（α，β），

which　can　be　rewritten　as

　　　　（・4）告［｛・辮｝2＋｛職警身｝2＋噌＋礎＋∫卿痴，β）．

　　　Putti血gβ＝言（＝const・》in　this　equation　and　writingψinstead「ofα，we　get

（・4・）、吉｛・・（笥）2ヂs2（霧）2囲＋gl皐18岬（ψ）』』（，

which　expresses　the　law　of　conservati6n　of　energy　in　the　cas60f　stationafy　mo一

圭ion，and　coinddes　with　that　whichl　we・derived　before．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　碗feシεπoe

SAT・，T、195130ntheEq㈱・ns・fS励・nary顛・ti・n，P堺）er3inMete・士・1・gy鵠nd－Ge・physics｝2，P．52。


