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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Abstract

　　　　　　’

　　　　The　transformation　of　the　equations　of　motion　of　aviscous

fluid　to　ortkogonal　curviline段r　coordinates　has　been　discussed
　　　　　　　　　　　　　　　　（1）

by　G．B．JEFFERY，and　that　of　the6quations・of　motion　in　dy・

namical　meteoroloσv　to　orthogonal　curvilinear　cogrdinate串by
　　　　　　　　　　　　　　　　（2）

thepresentauth・r，ρuttheanα1・9・usequ＆ti・nsf・rthev・rticity

do　not　appear　to　have　attracted　the　same　attention．　The

firSt　section　of　this　paper　deals　with　the　transformation　of　the

vorticity　e（luations　to　the　orthogona1　℃urvilinear　coordinates．

The　second　section　is　devoted　to　applications　to　cylind士ical　and

spherical　po垣r¢oordinlates．

　　1・TransfomationoftheV』orticityEquation

　　　If’V玲e・theve1・City・Kthe磁temallya加liedfQrceψthepressure，ρthe
density，アV　the　angularマelocity　of　the　earth’s　rotation，then　the　eqation　of　motion

in　vectorial　form　is

　　　　　　　　　　　　　　4V　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　　　　一 一＋2［r×’Vコ＝K一一Vカ，．
　　　　　　　　　　　　　　　‘記　　　　　　　　　　　　ρ

or

　　　　　　　　　　　　　　　∂1V　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　十（『V。7）7』←2［『・×『Vコ＝まK一一7カ．

　　　　　　　　　　　　　　　∂∫　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ρ

Taking　the　operation　CびR五　〇n、both　sides　of　the　above　equatio夏，and　using伽e

relations

　　　　　　　　　　　　　　r・t（誓）一蕩（r・の・

　　　　　　　　　　　　　　f・1｛（77）略一（V・7）r・tγ一（r・t77）レ＋r6t7・div罵

　　　　　　　　　　　　　　rot［研×γコ＝（7・7）PV一（r・7）7＋アV・div7－7・div㎎

　　　　　　　　　　　　　　r・t（去7ρ）一一妻（Vρ×7ρ）・

　　　　　　　　　　　　　　divPV＝0，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3）

wegetthev・rtici‡yequati・nasl

　　　（1）　∂（rotり＋（7・7Xr。t7＋2吻＋（r。t7＋2励div7
　　　　　　　　　　　　　　　　　∂≠
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　　　　　　　　　　　　　一｛（r・tア＋2研）・7！7－r・ちK＋弄（7ρ×7ρ）・

Again　using　the　relations

　　　　r・t／（r・t7＋2四）×7／一（7・V）（r・t7＋2四）一1（r・t7＋2励・7／7

　　　　　　　　　　　　　十（rotγ十2躍）・div7一γ・div（roゼV十2P「），

and　　∂『＝0，div四＝0，Idiv・r・t7±0．、
　　　　　　　　∂∫

we　get　the　vortici隻y　equation　as　follows：

　　（・㊧∂皇ot髭＋2励＋r・t／（r・t7＋2恥×オーr・tK＋み（7醐．。

The　transf6rmations　ofづ初and』グo’follow　at　once　from　thざdefinition－of　these

operators　in　terms　of　surfa¢e　an（11ine　integrals，respectively．

　　Ifα，β㌧～γare』orthogonal　curvilinear　coordinates，and　if

　　　　　　　h・2一（巽）、（器）2＋（讐）lh22一（霧）2＋（寄）2＋（讐）2，・

　　　　　　　h32一（霧）衆＋（寄）2」（霧）1・

so　that　elements　of　arc　me＆sured　along　the　normals　to　the　coordinate　surfaces

atanyp。intare麺，超，趣，then
　　　　　　　　hl　h2　h3

』（2）

（3）

r・t吐ζ・rh・h・蹴）一蕩（舞）｝，ζ・一h・h・｛畿）一調｝，．

　　　ζ・一励・脇ジー親）／］，

div7－hlh・h・｛諾（歳）＋訪（万1髭、）＋舞（h驚，）1，

where221，σ2，θ3are　the　componentsっf7along　the　normals　to　the　surfacesα，．β，

ツ＝60％sム，respectively，and・ζ1，ζ2，ζ3the　compQnents　of　rot7a16ng　the　normalsα，

β，fγ＝、60勿s∫．，respectively．

　　By　a　second　application　of　the　operationミimplied　in（2），we　have，demting・

the　direction　of　a　component　by　a　suffix，

　　　　　　　r？t・／（r・晒2励×オーh2隔［訪｛羨［（ζ・＋2嚇ζζ2ナ2ω2）び1］／

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一論［（ζ3＋2ω3）び・一（ζ・＋2ω1）∂3コ／l

Using　the　relations

　　　　　　　div凧h・h・／素（h雛、）＋編竃）＋携胤）／…・・

　　　　　　　diいr・tV轍・｛蓋（h島、）＋訪（h島、）＋蕩（h驚、）／…・・．

the　Iast　rela㌻ion　can　be　transformed　into　an　expression　which　while　it　appears

more　complex，is　in　reality　simpler　in　appilc＆tion，n＆mely，
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（4）

r・t・／（r・t7＋2助×腫h1藷＋抄2h牙訪＋鴫）1ζ・＋2ω・）

、＋（ζ・＋2①1）姻晶（甜＋訪（篇）＋畠（h制

一｛（ζ・＋2鋤）h・蓋＋（ζ2＋2・》2）h2島＋（ζ3＋2ω3）〃瀞』、．

一｛（ζ・＋2ω・）”2一（ζ2＋2ω2）ツ・｝h嶋（法）ナ｛（ζ3＋2蚕3〉〃・’

」（ζ・＋2甲・）拶3／や・h3爵（毒）．

Let

　　　　　　　4』∂↓　　∂　　 ∂　　　∂　卿　・ヨガ㌔r＋∂まh・薇＋ワ2h2詔＋励3吾テ・・，

then　theαcomponent　of（1・a）beOomes

（6）

獣2ω1！†！ζ・＋2の1）h・苑・h・／詣（劔＋訪（歳）灘篇）／

一｛（ζ・＋2ω1）h1議＋（ζ2＋2ω2）h2論＋（ζ3＋1ω3）暢／マ・

一／！ζ・＋2のエ）び2一（ζ2＋2ω2）マ1／h・h2親）

　　　＋／（ζ3＋2ω3）ツ・一（ζ・＋2ω・）σ3／h・h3器）・．

一h・彦・｛雑）一蕩（秀）／＋湊h・h・（瀦一霧諭

　If　the　extefnaly　apPlied　force　K（K1，K2，K、｝）has　a　pote皐tia1～ρ，then　using・the

relation　r6tK＝rot・gradφニ0，the　final　equation（6）becomes血ore　simple．・The

corresponding6quations　inζ2，ζ3can，at，onqe　be　written　down　from　symmetry．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　じメ2・、Ap塑！蓋cati・nt・Cyli瞭icalandSpheri璽a甲・larC・・rdi聯es．

　Ifl　we　take、Cartesian　coordinates鑑，y，もwith　the刃一axis、¢awn　to　so躍h，the

ッーaxis．drawn　to6α3∫and　the2－axis　vertically’upwards，the　component　vorticities

along　these　three，axes＆re　given　by　’

　　　　　　ζ、一処一塾ζ．＝甦二巫ζ，＝勉迦笹
　　　　　　　　∂y　、∂之’・　　∂之　∂躍・　　∂濫　∂ツ・

whereび必，砺，砂乃are　the　component　velocitiesl　The　vorticity　eqぬti6ns　in　Cartesian

coordinates　become

　　　　　　岳（ζ・π2ω“・sの）†（1－2ω6・1の）・9一｛！ζ・τ2ωclsの）讐

　　　　　　　　　　＋ζ・舞＋（ζ・＋2ω・inψ）讐｝一岸（諸一瀦）・

　　　　　　岳ζ卸＋ζ〃・β一／（ζ・r2ωc・＄の）警

　　　　　　　　　・・磯＋（ζ汁2曾si導ψ）讐17擁讐一鰭》

　　　　　　岳（ζ・＋2ωsin¢）＋（ζ・＋2gsinの）・θ一｛（ζ・τ2ωc醐讐

　　　　　　　　　　・＋ζ聯＋（ζ・＋2幽）劉一詐（鰭一鰭）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ
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where

　　　　　　　4　∂　　∂　　∂　　∂
　　　　　　　万摺可＋抄の凹翫＋％y＋9万，

の　is　the　Iatitude　supPosed　to’｝）e　a　constant　an（iθ＝div玖　　These　expressions　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）bee・1givenbyTh・HESSELB球GandA．・脚EDMANNし
　　If　we　take　cylindrical　coordinates　sン・θ，9，we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　碧＝s　cOSθ，　y＝s　sinθ，　2；＝2，　h1＝海∂：＝1　and　み2＝一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　s．
Then　the　component　vorticities　along　s・，θ一，z・＆xis段re　giマen　by

　　　　　　　ζ・旛一忽，ζ・一誓讐，磯＋鵠，

whereρ、，ッθ，ッ、are　the　component　velocitiesし　Frσm（6）the　vorticity　equatio廊in

cylindrical　coordinates　become

　　　　　　　4．　　　　　　　π（ζ3－2ωc・sψc・＄θ）＋（ζ8一あc・S¢c・sθ）・，⑧

　　　　　　　　｛（ζ・一2ωc・sゆc・sθ）悪・＋（ζθ＋2ωc・s砂Sinθ）留診＋・（ζ・＋2ωsinの）割

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　出講θ讐一鰍），

　　　　　　　亘（ζθ＋2ωc。s¢sinθ）＋（ζθ＋2ωcQs痴nθ）・⑧

　　　　　　　4」
　　　　　　　　一［（ζ・一2あc・sのc・sθ）う饗＋（如＋2ωc・合のsinθ）藷多＋（ζ・＋2ωsinの醐

　　　　　　　　＋ぞ（ζ・一2ωc・§φc・sθ）一黛（ζθ＋2ωc・sのsinθ）一器讐一一4警霧），

　　　　　　　岳（ζ・＋2ωsinゆ）＋（ζ8＋2ωsinの）・⑧　　　　　’

　　　　　　　　｛（ζ・一2ωc・sのc・もθ）暫（ζθ＋2甲c・sのsinθ）謡診ナ（ζ眉＋2ωsinの霧藍］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一湊（繍一鰭），

where

　　　　　　　づ　∂　　∂　　∂　　∂
　　　　　　　■ド厩＋08冨ナびθ靭＋σβ蕊，

　　　　　　　　θ＝書妾（・ρ・）＋譜多＋讐，

a孕dζ8－2・c・sΦc・sθ，ζθ＋2ωc・sのsinθ，ζ客＋2ωsin・，arethec6mp・nents・垣bs・1ute

vorticit夕alo鷺g　s㌘，θ一，2－a琴is，respectivelyし　These　expressions　ha～ナe・been　discussed

　　　　　　　　　　（5）
byth¢present－・al・th・r・

　　1歪ず，θ詠aretheもpherica1つ・1ar¢・・rdinates・轍hthege・c竃ntricc・1識titudeθ

and1（）ngitudeλ・t珈e肋・一・・乃2号・h3マ孟θ・Thec・m蜘tv・rticitiesa1・ng鍔一，

θ㌦二》axis　are　giv6nわy

　　　　　　　ζ・一1s蓋、」｛晶（sinθ　）一割，

麟
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ζ・号騰敷蕃（グ嫉

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ζ・号｛蟹野…謝，

where・砺むθ1∂λare　the　componentウelociti6s．From（6），the　vorticity　equations　in

spherical　polar　coord1nates臼becom6

　　　　　　　　　　　　　　　4
　　　　　　　　　　　　　　　ヨ彦一（ζ・＋2ωc・sθ）＋〈ζ・＋2ωc・sθ）・θ

　　　　　　　　　　　　　　　　　一／くζ・＋2ωc・sθ）霧＋（ζθ…2ωsinθ）論＋ζλ謙∂λ／

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一協一．、訟一，、論落θ），

　　　　　　　　　　　　　　　づ
　　　　　　　　　　　　　　　ヨr（ζθ一一2ωsinθ）＋（ζθ一2ωsinθ）・㊧

　　　　　　　　　　　　　　　　一｛（ζヂ＋2ωc・sθ）警＋（ζθ一2ωsinθ）募器＋ζλグ，謝

　　　　　　　　　　　　　　　　・一佐（ζθ一2ωsinθ）＋鎚（ζ．＋2ωcosの

　　　　　　　　　　　　　　　　　　9σ　　　　　　　　　　　　　¢

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一湊（．、畠、審一論謝，

　　　　　　　　　　　　　　讐＋ζ・θ一／（ζ・＋2ωc・sθ）霧ナ（ζθ一2ωもinθ）落参＋ζ・7S講∂λ！

　　　　　　　　　　　　　　　　一鯵ζλ＋墾（ζ．集26。c。Sθ）＋c・tθ∂入（ζθ一2ωsinθ）一c・tβ拶θ。ζλ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■　　　　グ　　　　　　　　　　　　　グ　　　　　　　　　　　　　　ノ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝毒（霧薮o一捲疹霧）、

where
　　　　　　　　　　　　　　　4　　　　∂　　　　　　∂　　　びθ　∂　　　　　びλ　　　∂

　　　　　　　　　　　　　　　一一＝＝一」卜拶アー一十一一一十r　　　　一一一
　　　　　　　　　　　　　　　4≠∂∫　∂グ穿∂θ■Smθ∂λ・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　∂　　　　　　　　　　　1　　　　∂　　　　　　　　　　　　　1　　　∂びλ
　　　　　　　　　　　　　　　θ』＝而（72ρ・）ナ充i面び（びθsinθ）＋グsinθ蕊，

andζ7＋2ωcosθ，ζθ一2ωsinθ，ζλare　the　components　of　absolute　vorticity　along■一，θ一，λ一
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5）

axis，respectively．　These　expresseiolls　have　been　discussed　by　the　presellt　author．
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