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　　　　　Abstract

　　　　　　Most　series　of　meteorological　observations　may　be　considered

　　　　as　a　stationary　autoregressive　stochastic　process　of　order，say，

　　　　h．In　such　a　series，it　is・pro▽ed　that，至or　t奪¢inter．po1毎tion　of　an

　　　　omitted　ob8ervation　by　a　linear　scheme，　the　observations　more

　　　　than　h　terms　apart　before　or　after　the　omitted　term　need　not

　　　　be　taken　into　consideration．Precision　formulae，by　whic血we

　　　　can　indicate　the　prob段bility’that　the往ue　value　be　within、any

　　　　range　around　the　estimated　value，are　derived　for　various　cases．

　　　　　　The　theories　and　formulae　are　extended　to　the　case　of

　　　　vector　or　multivariate　time　series　which　may　often　come　out　in

　　　　practice．

　1．lntro感u¢tion

　　When，in　a　series　o£meteorological　observat圭o且s，one　of　them　has　been　omit・

ted　on　account　of　instr葛ment　trouble　or　some　other　accident，it　is　often　necessary

to　est呈mate　the　value　of　the　quantity　which　thus　escaped　measur6ment．Complexity

of　meteorological　phenomena，roughness　of　observation　network，　and　deficiency
－
o
f 　the　number　of　times　of　observation　all　preclud6deterτ亘inistic　eva1μat三〇n　of　such

a　lost　value；thus，an　estimated　value，anyhow　obtained，is　never　free　from　an

am・unt・ferr・r．Inasci6n士ificinterp・1ati・nit卿stbe－manif破stlyindicated

that　what亙s　the　probability　that　the　true　value　would　be　within　any　range

around　the　estimated　value。

　　As　regards　stochastic　interpolation　in　infinite　stochastic　sequences，some　theo．

retical　researches　have　already　been　made　by　A．Kolmogoroff（1）and　others（2）。

We　propose，in　this　paper，theories　apd　formulae　thatmay　bedirectlyapplicable

to　such　problems　of　meteorological　technique　as　mentioned　above，which　concem

finite　stochastic　s6quences．

　　Our　pτoblems　of　stochastic　interpolation　may　be　classified　as　follo蝉s：

　　（a）　when　we　use　only　the　values　of　observed　quantities　obtained　at　that

　st＆tionwherethefailu重命t・okplacebeforeandafterthe』h・urofthefailure。f

　observation；

（1）　A・Ko1瓦nogorα辱』：Sur　I7inteτpola戯on　et　extra，polation　d，es8uiむ6s　s協tionnaires3C．R。208

　　’（1939）．

（2〉e・9・G・晦ruyama3The尊a皿・nican乱1ysis・£st翫ti・n我ryst・chasticpr・cesses，Mem，

　　lFac．Science。，Ky廿sy廿Univ．，4（1949）．
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　　（b）whenweuse・nly亡hevalues・f・bservedquantities・btai鰹edatthene呈gh・

　bouring　stations　at　the　same　hour　that　the　failure　took　place；

　　（c）when　（a）and　（b）are　combined．

　　Among　these，（a）may　be　reduced　to　inteφ01ation　by　timeseries‘analysis　and

（b）involves　multiple　confelatioゴ，while　the　most　general　case　is（c）which　is　to

be　treated　as　a　vector　timO　sGries．

　　In　this　paper・the・stochastic　sequence　is　assu卑ed　to　be　stationarアand　Gau＄sian

（or　norma1）proごess。That　which　is　not　station誰y　may　be　stationarized，or　that

which　is　not　norma1．may　be　so　transformed　that　its　distribution　la壷量S血orma1．』

ApPlication　of　our　met恥d　is　then・possible　in　either　case．

　2．　Genoral　re血arks　in　t｝R6　0ne＿dimensional　case－－

　　：Let　the　variation¶of　a　certain　meteorological　element　X（♂）［be　a　stationary

stochastic　process，and　its　mean　value　be　ze誓o，so　that　E｛X（彦）｝＝0（3）・Let　us

assume　that　the　observation　of　X（ポ）at　the　hour　t　was　omitted．In　order　to　inter－

P・1ate‘theX（呂）byt五evalues・btai貧eすatequalintαvalsbef・reandaftertha亡

hour，

　　（2．　1）　　　　　　　　　一D・“，X診．＿勉，。””・，X謬＿1，X♂＋1，・…　”X凄÷％，“・・”，

　　　む
we　adopt　a　linear　scheme

　　（2。2）　　　Y鵬物（≠）＝α覗X（哲一鵬）十……十α一1X（卜1）十X（舌）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋α、X（虚＋1）＋……＋α，，X（渉＋π），

and　determine　the　coefficients　in　such　a　manne】f　that

　　　　　　　　　　　　　　　1グ｛Y2鴉，ゐ（渉）｝＝：minimum，

sothat

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－1　　　　　　　　　　　　　　　1………ρ嗣　ρ糀＋1…ρ鎚枷　　　　　　　　　α＿勉　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ρ㎜　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　～

（2．3〉
α＿1

偽

α％

ρ糀一、……1

、ρ脇＋1．”●”ρ2

ρ2””●’”●ρ％＋1

年………ρ⑳一・

ρ漁……ρ9轟＋、一9あ『、一じ．i

ρ1

ρ1

ρ％

where傷is　the　autocorrelation　coefficient　of　X（諺），that　is

　　　　　　　　　　　　　　　ρドE｛X（オ）X（卜乃）｝／6／

whereσの2is　the　vε頃ance　of．X（渉）．If　m＝：n，then　obviouslyα＿i＝α3（透＝1，2，……）。

　　The　minimized　variance　of、γ彿（孟）may　be　written　as

（2．4）

（2．5〉

　　＿∠（伽＋物）2
σrη％一　　　　　σ露
　　　　・4㎜，％

　　イゐ茎彿αあρ鶏）σ錫2・（α・一・）

where

（2．6）

∠（m十％）＝ 1
ρ1

ρ㎜伽．

ρ1”●●”●“●・●ρ彿÷物

1一・一…ρ紺9訪一1ヤ

隔％一、一・1
，

（3）：Emeans“：Expectation”
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　　　　　　　　　　　　・オ鵬，πま　　　　　　　　　　　　　　　　’1……・・9㎜一・ρ瀦一ぞρ鵬　

　　　　　　　　　　　　　　　　　ρ％．、一』1てρ2一…・・ρ9る串、

　　（2．7）
　　　　　　　　　　　　　　　　　9一一’喚1二一．一・．マ％一・L

　　　　　　　　　　　　　　　　　・ρ諭95一ρ・ρ％＋、』わσ3臼1∫・免…1

and　where（2。5）is　derived　from（2．4）by　the　use　of　the　least　squ3re，pτop命rty．，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）
』r而伽『uncgfrelal6dw’th聯一IL珊t7，隅，蓼d，面｛興｝rα

H6nce，w五6n　t葦e　va1亘e＄

　　（2．弓）　F　x（爾駄遼界士・』壬β，：一』』，；士魯＞’・冨r．l

are　given，the　value　of　X（謬）at　the．ho砥r・t　is．not　obtained．4eterminiStically，but

斑aybe’4ra耳d・m，variableX。（毒）under魚ec・nditi・n（2・8）；．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ル　　（2．9）・　　X。（6）＝γ勉処（凄）一Σ幅論く姓0）．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゐ；一物

　　We　may　tak6as　an’int6rpolated・value鎧管（捗）ofX（虚）the　mean　value

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ　　　（2．10）　　　　　．餌曇（の1＝刀｛Xo（誘）｝＝一Σ，α麗婦，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　乃昌一ηa　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l

whereΣノrepresents　the　sum　for　all　the　values　of　k　except　zero．The¢oefficients

a・s　in（2．10）　are　given　by（2．3），but，in　which，for　practical　purpos6，ρゐare

replaced　by　the忌erial　correlation　coefficients　r塗．

　　According　to（2．9），・the　est三mated　variahce　s。2．6f　X。（≠）is　given　by　tlie6sti・

mated　variance82，吻％of　y’吻。多（彦），and　by（2．5）

　　　（2…）　、sσ2－829一一（乃茎％　）8必2（α・自・）・

．where　s幻2is　the　se負al　variance，i．e．the　est三mated　variance　of　X（♂）．This8、2

gives　the　precision’of　interpolation，　that　is　to　say，　the　probability　that　the　true

value　of　X（渉）sho窺ld　be　conta圭ned・in、¢芳（の士δ・8σ・iミapProximatβ1y　given　by

　　　（2・・2）　毒∫こ、8一塩・

　　Whe血X（bisasta㌻i・naryGa呼ssianpr・cess・iti3b61綱t益at・alinりa飴sti・
m＆tion　such　as（2．10）may』have　optimum　properties．〈5、

　3．T｝夏e　c我se　o歪au重oregressive　pro璽ess

　　The　variation　of　a　nieteorologic31element，X（6）may，in　most　case＄，be　as・

sumed　to　be　such　that　the　probab三1istic　pr6perties　is　totally　determined　by出e

process　in　the　past　finite　interval　of　time．Such　a　process　is　mathematically’de一

　（4）While　r㎜（ε）→r（オ）when鵬，％→卑ノ、．y．（1）is　noもnon－autocorrelated，and　soth3theo－

ry　o£i　nterpolatio丑is　Inore　complic乱t6d　than　inむhe　c我se　of　extr我pol我tion．

　（5）cf．H．B．晦nn衰nd　A．W我1d：On・仙e曹Statisもical　Tre島tmenもof　I、ine翫r　Stoch呂stic：Di£圭er－

enceEquati・n，Ec・n・metrica，11，N6二3，4（1943）・　　．』『、』－．『』
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scribed　by　an　autoregressive　stochastic　process，　・L．e．

　　　（3．｛1〉　　’X（の緬玉左（1」1）＋…乙一＋P為X（トん）宰Z（・彦・〉『（P為＋0），

where　Z（≠）is　of　non－autocorrela七ed　and　is 　also　uncorrela看6d　with　X（凄一海）（海＝1，2，

＿…），andwherehissaidt・ゴ’be・the・ordar．6fthepr・ce§s．lnthiscase，・theaut・・

cbrrelatibn－coefficiehts　of　X（オ）satisfy　the　follow圭n窪finite∫differe丘ce’equatiO血sボ

　　　（3・2）　　ρ夕＋P・ρ研…一・＋鰍一為一ρ（為＝、1・2・∵・…）』

　　　Tぬe。rem1．Let一’X（渉）bean’aut・regressivepr・cess・f・rderh．lf』勉＞ん

and％＞ん，　then

　　　（3．　3）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　σ2アη％＝σ2rゐ互；

in・therw・rds・t葬e・・b＄弓rvati・nsat窃ny・・instant脚・re・thanhunits・ftimeapart

need　not　be　taken　into　con＄ideration，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，，

　　　：Proof．Using（3．2）and

　　　（3・4）　・．　1＋P・ρ・＋……＋Pんρん＝σ名2／（ノゴ解2・、一（

壷e　get

　　　　　　　　　　　　　4（伽＋％）＝∠（2ん）（κ2）叩一2島　『　（∠（2ゐ）…∠（ん＋ゐ）），’．

　　　　　　　　　　　　　珈，η＝4，為（κ2）塀93－2厄

which　combined　with（2．4）gives（3。3）．

　　　翌丘eorem2．

　　　（3。5）　　　　σ2隔＝σ多2／（1＋鉾、2＋・叫・…＋Pノ）　　　　　p『

　　　（3・5・）　　一1葺辮≡1舞舞ヂ窺

In　the　case　of　extrapolation　of　X（♂）　by　X（渉一乃）：＝¢3＿乃（彦＝1，2，・…　⇔・），

we　have
　　　　　　　　　　　　　　　　　σ2r彪。＝（1＋P、ρ、＋…∴・＋29んρん）σz2，

so　the　precis1on　of　interpolation　is　better　than　that　of　extrapolation．

　　　PrOo圭．

　　　（3．　6）　　　　．　　　　　　　　　　∠（2ん）＝＝∠（ん一1）（κ2）ん÷1

andsince海＋0，

ρあ一』Lρ為＋乃典ρ為＋乃騨1一・一距一・ρ乃＋1（減，ゐ一1，・t一，・，一1，・一，一ん一1），

　　　　　　ノ9ゐ　　　　Pん　　　　　　　　　Pん

ρん』Lκ2一」」一P・ρ、一一馬一P島藏一、（f伽一一ん）．・・。

　　　　窺　　　跳　鑑　　　　　跳

Hence
　　　　　　　　　　イ為，んり厄2∠（2ん一1）＋κ2イん，ん｝1＝Pん2（κ2）ん∠（ん一b＋κ初為，屹一11』1

Similarly，　if　jρ左十〇（ん＝1，2，……，ん一1），

　　　　　　　　　　4，為一、＝P花2∠（2ん一2）＋髭24，ん一2＝鑑一、（κ2）ん」14（ん一1）＋κ24，為一2

　　　　　　　　　　4，、＝P、2∠（ん）＋κ2∠ん，。＝P、蟹∠（ん一1）＋朗∠（ん一1）．

Therefore

　　　（3．　7）　　　　　’　　　∠ん，ん＝＝∠ゴ（ん一1）（κ2）ん（1十p12十・・』・一十pん睾）二

’
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From　（3．6）　and　（3．7）　we　get（3．5）5

　　　1f　∬）9籔＝0，　then．」鵬，％＝∠刎卿61κ2a耳d　（3．5）．and　（3．5ノ）are　true　i孕this　c哉se　too・

　　Corollary1軌　：廷％≦互，こthen，

　　　（3・8）　　‘．　σ2アん，％＝σβ2／（1＋ρ、2＋一免・＋P％2）

This　m皐y　be，employed　lp　interpolation　for　any　i耳stant　within　h』units　of　time

after　the　houτof　the、failureρf　obseτvation．

Corollary2．

（3．9）

1至0＜勉くゐ，0＜％＜網n⑩＋ゆん・then

σ2　』σ12／｛P2ん一　＋・・…軌一窺＋語笥・κ2｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　『
　　　　　一σ22／｛P2ん一一Z＋…一＋ρ2ん一？轟＋・ノ嵩・κ2｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■
whereど＝勉十％一ゐ．

　4．　The　case　of　simple　Markoff　pro¢ess

　　　1n　this　section，we　consider　the　special　case　in　whichん＝1，but　let　us　assume

thatthetimeinte「valsa「enotnecessa「ily，unilo「m・Th弓a“toco「「elationcoeffi鞍

cient，in　this　case，　is　given　by

　　　（4．1）　　　ρ7＝ρ171　（1ρ1＜1）’

and　tke　e（1uation　corresponding　to（2．2）is　r6duced　to

　　　（4，2）　　　α、X〈卜τ、）＋X（♂）＋α2X（‘十τ2）＝r（ε）（τ、，τ2＞0）

From　this，by　the　method　of　least　squares，we　get

い　｛雛‡鷲二lr－
Hence

・生。4）『｛講慧

Besides，

　　　（4・5）　　　（α、ρτ・＋1＋α2ρτ2）σz2＝σΨ2

and　sO

　　　（4．6）　　σΨ2＝（1一ρ2τ1）（1一ρ2τ2）σz2．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1一ρ2（τ1＋τ2）

The　interpolation　formula　is，then，

　　（4・7）　　　の箭（哲）＝一嬢（舌一τ、）一α2z（6＋τ2）

andtheprecisi・nisgivenbytheestimated、value・f（4．⇔）；

　　　（4．8）　　8ツ2＝（1一ゲ2τ1）（1’2）8劣2（㌍≡ゲ三）．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1一？・2（τ1＋τ2）

Especially，　if　ρ→1（？・→1），　then

　　　　　τ2　　　　　　　　　τ1
一α1’）　　ジーα2’》一，
　　　　τ1十τ2　　　τ1十τ2・

σノ～0（1一ρ）
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and（4・7）maybereducedt・thef6rmula・fpr・P・fti・血aldivisiOn．

　5．　The　case　of　veetorl　IProc6ss

　　　Letusc・nsider・f・rthe＄ak“・fsimplic圭ty，tw・・dimensi・nalvect・rpr・cess

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　X1（‘）
　　　　　　　　　　　　　　　　　x（凄）一（x2（6））・

Corresponding　to（2．2），we　put，with　matrices

　　　　　　　　　　　　　　　　　　〒ぐ鵠llllll（海一堵一・）・

　　　（5・1）　　α（噸物）X（卜鵬）＋…9叫α（“）X（孟）’＋……＋α（％）X（診＋％）＝r（彦），

where

　　　（1。）if　we　want　to　interpolate　only　one　component　of　the　vector，X1（6）（金he

value　pertaining　to　one　station），we　put

　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　α12（o）
（5・2）α（o）一（磁2i（，）1）・

especially，in　the　case　of　the　problem（b）of§1，we　puセ勉＝箆＝0；

　　　（20）　if　we　warしt　to　interpolate　the　who16components　of　the　vector　X（命

（pertainin3to　the　wholeミystem　of　several　stations），we　put

　　　　　　　　　　　　　　　　　1　0
（5・3）　α（o）一（。1）・

The¢oefficientsα（乃）’s　are　to　be　determined　by　the　method　of　least　squares．

Using　the　estimates　of　those　coefficients，　the　inteτpolation　formula　is　gi▽len　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ウみ
　　　（5．　4）　　　　　　　砂箭（捗）＝（α（o）一1）岱（ホ）一　Σ1α（海）灘（診十海），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　左二一窺

where　l　stands　for　the　unit　matrix。The　precision　of㌻his　interpolation　may　be

given　by　the（estimated）variance　of　the　componenむof　vector　Y（ε）．

　　　If　X（のis　the　vector　autoregressive　process　of　order　h，it　satisfies　the　follow。

ing　equation3：（6）

　　　（5．5）　　　　　　ρ（“）X（ε）十p（1）X（彦一1）十。”・・？十p（ゐ）X（彦一ゐ）＝Z（♂），

　　　（5．5，）　　9（o）X（渉）＋9（1）X’（♂＋1）＋……＋9（苑）X（≠＋ん）＝17（♂），

where　p’s　and　q，s　are　matrices（esp母ciallyρ（蛋）＝9（乞）for　one　dimensional　case），and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　0　　　　　　1　0
　　　　　　　　　　　　　　　　　P（・）一（。1／・9（？一（。1）・

and　where　Z（≠）and『（♂）are　non－autocorrelated，Z（彦）is　uncorrelated　with　X（ε

一乃），and　Iグ（5）is　uncon℃1ated　with』X（彦十あ），（あ＝1，2，”・…）．Besides，the　a厩tocor

relation　matrices

　　　　　　　　　　　　　　　　　　（ρ乃llρ乃1ン

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ρあ　　ρ乃

　（6）　：M：。Og乱w乱ra：On　the我n乱1ysis　of　vector　time　series，Tδkei　S面ri　Kenky五（Bu1L　Math

Statistics）2　37No．1dき2（1949）．
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whereρ〆＝刀｛X乞ω『Xゴ（ε“紬）｝／σ乞σゴジafelsu¢hthat・

　　（5．　6）　　　　　　　ρ冷十∬）（1）ρ冷＿1十．。．”。十p（為）ρ左＿ん＝＝：0　　（1b＝＝1，2，一・…　），

　　倶6ノ）．　ρ〆＋9（1）ρ愉＋一＋9（彪）ρ遍，〒0（海＝1・2・’●∵”）・

w五6reρ，is　thetratきsposed宣1atri文ofρ．Forん＝’Ol　we　haヤe

　　（5．　7）　　　　　　　ρo→一P（1）ρ＿1十・・一一十P（ん）ρ＿ん＝％，

　　（5．7ノ）　　ρ。ノ＋役（1）ρノー、＋・・一＋P（ん）ρノー為＝砺・

where　　　　　’　　　　　　・

（号・8）　一（E｛z糟（孟）｝）・一一（刀｛w響ゴ（6）｝）

σ乞2is　the　varianc60f、X乞（考），臼Z乞ωisl　the　ithcomponent　of　Z（1），and　sobonl

　　饗keorem3。The　determinant　of　u　is　equal　toぬe　determinant　of　v；d6亡（の

｛』d6t（φ）．・　’いピ『一∵’・』『』』・・

　　From　this　follows：

　　丁血e・rem4．Inthecase（1。），thevariance・fth6c・組聾・nenげ、（≠）圭sgivenby

　　（5・9）、、σ甥・24繋）σ・・2一禦σ・・2（鵬≦ん・移≦ん）

andi血thecaseぐ20〉，』

（5．10）
σ9・2＋σツ22一欝）σ・・2＋舎駐篶ん）σ・22（鵬≦ん・％≦ん）・

where

（5．11）

∠（鵬＋物）＝r 『
ρ
011

ρ021

ρ漉11

　　21．9物

ρ・㌦＋，、

ρ21η3＋？＆

ρ・12………ρ一箆占11ρ一脇12・一ρ1㌧（彿÷？多）ρ12一（湘）

ρ・22…　・ρ　21ρ一η西22・・ず1一て麟）922一（㈲）

ρ駝12……・ρ。11

ρ”西22一　…ρ021

ρ1㌦＋％一・ρ9む11

22　　　　　　　　21ρ　，π＋％”“’ρ％

ρ012・　ρ一？じ11

ρ022一ρ」？乃21

ρ？る12一…・ρ011

ρ？る22……ρ021

ρ＿物12

1ρ一％22

ρoi2

ρ・多2

and∠偏，，みstands至oガthe　minor　of4（勉十％）、obta並ed』りy：d6iet三ng．the　r6wρ，η1f，・……，

ρ＿♂2and　the　columnρ一勉11，一∋…，ρ，、21，　∠詳（1）（2ん）　isl　the　sameドas　∠％，あ，　∠（2）（2ん）　fs　the

minor　of　∠（2ん）－obtaine（i　by　delet三ng　the　rowρん21，……，ρ＿ん22a血d　t五e　co1硫mn　ρ隔五12，

……，ρん22，and　lastly∠”ん，ん呈s伽e　minor頃∠（％）obtained　by　deleting額e　mlddle

tworows繊dt亘emiddletwσcolumnsl一

　e．’s翠mm舞y

　　We・have　de亘ved　the一妻ormulae（（2．10）1（4．7），a血d（5．4））to　be　us6d　for　per一　・

forming　stochastic　interpolation　with　a　linear　approach　when　one　observation　was

omitted　on　an　occasio∬，together　w三th　the　formulae（（3．5），（3．8），（3．9），（4。8），

（5。9）　and　（5．10））　to　give　the　accurac三es圭B　Variou＄c第ses」

　　In　cases　w互en　several　successive　observations　are　omitted，stochastic　interpola一

価てbf廊6ヤai聯mayals・b瞬6ated7癩s三血ilar曲ner・ ．「・ドマ「’』　ご

　　In　practical　apPlicat至on　of　our　formulae，　it　is　necesSary　to　calcμ1at（｝the　para『』
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meters　involved　in　t血ose　formulae（interpolation　constants）for　each　stat三〇n．The

calcula口on　may　beユaborious）．．but　whOn　Qnce　we－have　prepared、themy　the　inter－

polation　wo口1d　be　easily　performed　at　a町time。The　example　of　such　calculation

will　be　published　some　day．Problems　of　testing　statist三cal　hypo七hesis　conceming

the　interPolation　constants　are　left　in　future．


